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Chapter 9
Forma normale prenessa
Definizione 9.0.6 (forma normale prenessa). Una formula di K= detta essere
in forma normale prenessa FNP se della forma
Q1x1Q2x2...QnxnA,
dove Qi 2 {8, 9} per i  n e n   0, e A una formula di K= che non contiene
quantificatori.
La sottoformula A detta matrice e la lista dei quantificatori Q1x1Q2x2...Qnxn
prefisso.
Date due formule A,B di K=, diciamo che B una forma normale prenessa
di A se B in FNP e `K= A$ B.
Uno dei vantaggi del ridurre una formula A in forma normale prenessa quella
di valutare la complessit logica di tale formula indotta dai quantificatori.
Si considerino ad esempio le due FNP:
9x Biondo(x) (9.1)
9x9y Legge-i-pensieri-di(x, y) (9.2)
e consideriamo, ad esempio, un universo del discorso costituito dagli esseri
umani del presente e del futuro, che supporremo essere una quantit potenzial-
mente infinita. Sebbene la seconda formula contenga un quantificatore in pi
della prima, dal punto di vista delle condizioni di verit non vi una sostanziale
di↵erenza di complessit tra le due formule. Intuitivamente, per verificare la
prima formula, occorre infatti passare idealmente in rassegna uno dopo l’altro
gli individui dell’universo di discorso alla ricerca di un individuo biondo (la
ricerca pu continuare indefinitamente nel tempo se necessario). Se questo es-
iste o esister, la formula vera e verr provata come tale in un tempo finito. Se
invece nessun biondo esiste n mai esister, la formula falsa, ma essendo infiniti
gli individui da analizzare non perverremo mai ad una risposta. Analogamente,
nel secondo caso, passeremo in rassegna tutte le coppie di individui (umani) del
presente e del futuro per vedere se ne esiste o esister almeno una costituita da
un individuo x capace di leggere nella mente di y. Se una tale coppia esiste o
esister, la formula vera e verr provata come tale in un tempo finito. Se invece
nessuna coppia di tal tipo esiste n mai esister, la formula falsa, ma essendo
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infinite le coppie di individui da analizzare non perverremo mai ad una risposta.
Come si vede, sebbene nel primo caso si debbano passare in rassegna tutti gli
individui, mentre nel secondo caso tutte le coppie, le condizioni di verit e di
verificabilit delle due formule sono essenzialmente le stesse. Nulla importa dal
punto di vista della complessit logica che contingentemente la prima formula sia
sicuramente vera, mentre la seconda potrebbe essere falsa.
Analogamente, la FNP:
9x1...9xn Il-primo-individuo--genitore-degli-altri(x1, ..., xn) (9.3)
ha lo stesso livello di complessit logica delle formule precedenti: anzich con-
trollare gli individui o le coppie, questa volta controlliamo le n-ple di individui,
ma il procedimento analogo1.
Si consideri ora la formula
8x Biondo(x) (9.4)
Questa formula duale a (??). Per cercare di verificare (??) dovremmo
passare in rassegna tutti gli infiniti esseri umani uno dopo l’altro e vedere se
e↵ettivamente sono e saranno tutti biondi. Se la formula (??) vera, non giun-
geremo mai al termine della verifica. Al contrario, su ciente incontrare un solo
controesempio (un individuo non biondo) per dimostrare che tale formula falsa.
In compenso, con un’argomentazione analoga a quella di prima si pu concludere
che la complessit logica di (??) sar la stessa di
8x8y Legge-i-pensieri-di(x, y)
ma anche di
8x1...8xn Il-primo-individuo--genitore-degli-altri(x1, ..., xn)2.
Al contrario, la FNP
8x9y Legge-i-pensieri-di(x, y) (9.5)
ha altre condizioni di verit rispetto a tutte le precedenti. In questo caso,
sia la dimostrazione della verit che della sua falsit richiederebbero un tempo
infinito: per verificare il valore di verit di tale formula dovremmo passare in
rassegna un x dopo l’altro, verificando per ciascuno di essi se esiste (esister) un
y di cui x legge (legger) i pensieri. Queste condizioni di verit sono del tutto
diverse da quelle della formula seguente:
9x8y Legge-i-pensieri-di(x, y) (9.6)
1Nel linguaggio dell’Aritmetica di Peano, alle formule del tipo 9x19x2...9xnA(x, x1, ..., xn),
dove A(x, x1, ..., xn) non contiene quantificatori, corrispondono gli insiemi di numeri natu-
rali detti ricorsivamente enumerabili, che sono gli insiemi per i quali esiste una procedura
computazionale per determinare quei numeri x che vi appartengono. In pratica un insieme
ricorsivamente enumerabile un insieme i cui elementi possono essere listati.
2Nel linguaggio dell’Aritmetica di Peano, alle formule del tipo 8x18x2...8xnA(x, x1, ..., xn),
dove A(x, x1, ..., xn) non contiene quantificatori, corrispondono gli insiemi di numeri naturali
detti co-ricorsivamente enumerabili, che sono gli insiemi per i quali esiste una procedura
computazionale per determinare quei numeri x che non vi appartengono. In pratica un insieme
co-ricorsivamente enumerabile un insieme tale che si possono listare gli elementi del suo
insieme complementare.
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Anche in questo caso non riusciremo a dimostrare in tempo finito n la verit
n la falsit della formula, ma l’operazione da compiere idealmente per identificare
il suo valore di verit sarebbe di↵erente: ora ci verrebbe richiesto di esibire un
unico individuo x che riesca a leggere i pensieri di tutti gli altri. Per ragioni
analoghe a quelle gi viste, (??) ha la stessa complessit logica ad esempio di
8x18x29x3...9xn I-primi-due-individui-sono-genitori-degli-altri(x1, ..., xn)
(9.7)
dove tutti i quantificatori dopo i primi due sono esistenziali, mentre (??) ha
la stessa complessit logica di
9x19x28x3...8xn I-primi-due-individui-sono-genitori-degli-altri(x1, ..., xn)
(9.8)
dove tutti i quantificatori dopo i primi due sono universali.
Se invece consderiamo la formula
9x8y9z Il-primo-presenta-a-una-festa-il-secondo-al-terzo(x, y, z) (9.9)
possiamo similmente mostrare che il livello di complessit logica aumenta ul-
teriormente rispetto a tutti i casi gi considerati.
In ultima instanza, si pu quindi concludere che la complessit logica in-
dotta dai quantificatori in una forma normale prenessa non data
dal numero dei quantificatori, bens dall’alternanza dei quantificatori
universali ed esistenziali (nel prefisso della stessa).
9.1 Algoritmo di riduzione a forma normale
Ogni formula A di K= pu essere ridotta in forma normale prenessa, ovvero pos-
sibile trovare in modo e↵ettivo una formula B in forma normale prenessa tale
che `K= A$ B.
La procedura algoritmica di riduzione di una formula data A a forma normale
prenessa si basa sul teorema del rimpiazzamento esteso al linguaggio del pri-
mordine con identit (che qui non dimosteremo): rimpiazzando sottoformule di
una qualsiasi formula data A di K= con opportune formule equivalenti potremo
via via ottenere fomule A0, A1, ...Am tali che `=K A $ Ai (per 0  i  m), e
Am in forma normale prenessa.
Si consideri ad esempio la formula:
P (a) ^ 9xQ(x) (9.10)
Poich si ha `K= A ^ 9xB $ 9x(A ^ B) (per x non libera in A) otteniamo
che (??) e` equivalente a
9x(P (a) ^Q(x)).
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Bisogna per stare attenti ad alcuni casi. Consideriamo la formula:
P (x) ^ 9xQ(x) (9.11)
In questo caso non possiamo utilizzare l’equivalenza `K= A^9xB $ 9x(A^
B) perch x libera in A = P (x). Se infatti portassimo nel prefisso il quantifica-
tore 9x otterremo:
9x(P (x) ^Q(x))
che non pu essere equivalente a (??) in quanto la prima occorrenza libera di
x stata ora vincolata. Consideriamo ora la formula:
9xP (x) ^ 9xQ(x) (9.12)
In questo caso possiamo di nuovo utilizzare l’equivalenza `K= A ^ 9xB $
9x(A ^B) perch x non libera in A = 9xP (x), ottenendo
9x(9xP (x) ^Q(x))
A questo punto per dovremmo “estrarre” 9x da 9xP (x)^Q(x) spostandolo
nel prefisso utilizzando `K= 9xA ^ B $ 9x(A ^ B) con x non libera in B, ma
questo non possiamo farlo perch x libera in B = Q(x).
Possiamo risolvere questi due problemi rinominando le variabili vincolate
all’interno di una formula, in modo che
• non vi sia nessuna variabile che occorra sia libera che vincolata
• non vi siano due quantificatori distinti n due occorrenze distinte di uno
stesso quantificatore che vincolino una stessa variabile.
In questo modo possiamo trovare una formula normale prenessa anche per le
formule (??) e (??). Possiamo infatti utilizzare l’equivalenza `K= 9xA $ 9yB
ed ottenere da (??) la formula equivalente
P (x) ^ 9yQ(y).
Poich y non libera in P (x), possiamo ora portare all’esterno 9y senza prob-
lemi, ottenendo:
9y(P (x) ^Q(y))
che in e↵etti una forma normale prenessa di (??). Analogamente possiamo
utilizzare lo stesso procedimento per (??), ottenendo prima
9xP (x) ^ 9yQ(y)
e poi
9y(9xP (x) ^Q(y)).
Utilizzando infine l’equivalenza `K= 9xA^B $ 9x(A^B) (per x non libera
in B) otteniamo
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9y9x(P (x) ^Q(y))
che una forma normale prenessa di (??).
Sulla base delle osservazioni precedenti diamo ora una procedura per ridurre
qualsiasi f.b.f. A in FNP:
Passo 1. Tramite rimpiazzamento di equivalenti si rinominano le variabili
vincolate utilizzando le seguenti equivalenze:
`K= 8xA$ 8yA
`K= 9xA$ 9yA
in modo da ottenere una formula A0 nella quale:
• nessuna variabile occorre sia libera che vincolata
• non vi sono due quantificatori distinti n due occorrenze distinte di un
stesso quantificatore che vincolino una stessa variabile.
Passo 2. Sia Ai = Q1...QnBi (per i   0) dove Q1...Qn il prefisso di Ai.
Si rimpiazzino le sottoformule pi interne di Bi contenenti quantificatori con
formule equivalenti, utilizzando i seguenti teoremi di K=:
negazione:
`K= ¬8xB $ 9x¬B
`K= ¬9xB $ 8x¬B
congiunzione:
`K= (8xB ^ C)$ 8x(B ^ C) (x non libera in C)
`K= (B ^ 8xC)$ 8x(B ^ C) (x non libera in B)
disgiunzione:
`K= (8xB _ C)$ 8x(B _ C) (x non libera in C)
`K= (B _ 8xC)$ 8x(B _ C) (x non libera in B)
implicazione:
`K= (8xB ! C)$ 9x(B ! C) (x non libera in C)
`K= (B ! 8xC)$ 8x(B ! C) (x non libera in B)
`K= (9xB ! C)$ 8x(B ! C) (x non libera in C)
`K= (B ! 9xC)$ 9x(B ! C) (x non libera in B)
doppia implicazione3:
`K= (8xB $ C)$ 9x(B ! C)^ 8x(C ! B) (x non libera in C)
`K= (B $ 8xC)$ 8x(B ! C)^ 9x(C ! B) (x non libera in B)
`K= (9xB $ C)$ 8x(B ! C)^ 9x(C ! B) (x non libera in C)
`K= (B $ 9xC)$ 9x(B ! C)^ 8x(C ! B) (x non libera in B)
Si ottenga cos la formula Ai+1.
Passo 3. Se Ai+1 non ancora in FNP ripetere il Passo 2. Se invece Ai+1
in FNP terminare la procedura.
3Le leggi per la doppia negazione si basano sul fatto che `K= (A$ B)$ (A! B)^(B !
A).
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Osservazione 9.1.1. Si osservi che tramite l’utilizzo di formule normali pre-
nesse possibile valutare la complessit logica indotta dai quantificatori in modo
preciso. Senza l’utilizzo di formule normali prenesse si potrebbe incorrere in
errori. Ad esempio si potrebbe ritenere che la complessit logica della formula
8xP (x) ^ 8yQ(y) (9.13)
sia inferiore a quella della formula
9xP (x)! 8yQ(y) (9.14)
in quanto nella prima compaiono solamente quantificatori universali, mentre
nella seconda compare sia un quantrificatore universale che uno esistenziale. In
realt utilizzando la procedura di riduzione in FNP appena descritta possibile
vedere che la complessit logica di tali formule indotta dai quantificatori la stessa,
in quanto una FNP di (??) :
8x8y(P (x) ^Q(x))
ed una FNP di (??)
8x8y(P (x)! Q(y)).
Esercizio 9.1.2. Riduci in FNP le seguenti formule:
1. P
2. R(x, y)
3. P (x)! Q(y)
4. 9x¬8xR(x, y)
5. ¬9x8xR(x, y)
6. ¬¬¬9xP (x)
7. ¬9x¬8xR(x, y)
8. 9x(P (x) ^Q(y))
9. 9xP (x) ^ 8yQ(y)
10. P (x) ^ 8xQ(x)
11. 9xP (x) ^ 8xQ(x)
12. 9xP (x) _ 8y8zQ(y)
13. 9xP (x) _ 8y9zQ(y)
14. 9xP (x) _ 8y9zR(y, z)
15. 9xP (x) _ 8y9zS(x, y, z)
16. 8x(P (x)! 8y9zS(x, y, z))
17. 8x9yR(x, y)! 8y9xT (x, y)
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18. (8xP (x)! 8xQ(x)) ^ (9xP (x) _ ¬Q(a))
19. (8xP (x)! 8xQ(x)) ^ [9xP (x) _ (9xQ(x) ^ 8xU(x))]
20. (8xP (x)$ Q(x)) ^ [9xP (x) _ (9xQ(x)! 8xU(x))]
